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Capitulo 1

Introduccion al Problema

Los grafos son estructuras combinatorias que estudian relaciones binarias. Son de
interés por sus aplicaciones en diversas areas, tanto matemadticas (dlgebra, combinatoria)
como no mateméticas (informdtica, quimica, sociologia).

En este trabajo estudiamos los grafos de Kneser, que representan los subconjuntos de
tamano k de un conjunto de tamano n y la relacion de ser disjuntos.

En particular, estudiamos los subgrafos estables de Kneser, que se obtienen al eliminar
ciertos vértices. Para determinados parametros demostramos que el grafo estable tiene un
ciclo de Hamilton, esto es, que se pueden recorrer todos los vértices del grafo, volviendo
al vértice de partida, y sin haber pasado nunca dos veces por el mismo vértice. Ademas,
en estos casos, damos una descripcion precisa del grafo.

Este trabajo esta compuesto de la siguiente manera. En el capitulo 2 damos las nocio-
nes preliminares del campo de la teoria de grafos, necesarios para el buen entendimiento
del resto de los capitulos. En el capitulo 3 damos una introduccion a los grafos de Kneser
y los grafos estables de Kneser, incluyendo ademads, los principales resultados en el érea,
y con algunos ejemplos. El capitulo 4 brindamos ejemplos més detallados de los grafos
estables de Kneser, en los cuales yace la idea principal del problema y su demostracion. El
capitulo 5 contiene los resultados principales del trabajo. Luego, en el capitulo 6 damos
otras observaciones al respecto, y finalmente en el capitulo 7 damos una conclusién a este
trabajo y planteamos algunos posibles trabajos futuros.

Cabe destacar que todos los resultados del Capitulo 5 son originales.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo introducimos las nociones basicas necesarias para desarrollar y com-
prender nuestro trabajo. En particular damos las definiciones de caminata, sendero, ca-
mino, circuito, ciclo, ciclo de Hamilton, subgrafo, subgrafo generador e inducido, distancia,
didmetro, cintura, conjunto independiente, coloreo, isomorfismo, y automorfismo.

2.1. Grafo

Un grafo G es un conjunto finito no vacio de objetos llamados vértices, junto con
un conjunto de pares no ordenados de vértices distintos llamados aristas. El conjunto de
vértices de G se denota por V(G), y el conjunto de aristas por E(G).

La arista e = {u,v} conecta los vértices u y v. Si e = {u, v} es una arista del grafo G,
entonces u y v son vértices adyacentes, mientras que u y e son incidentes al igual que v
y e. Es conveniente, sin embargo, denotar una arista por uv o vu en lugar de {u,v}.

La cardinalidad del conjunto de vértices de un grafo G es llamado el orden de G. La
cardinalidad del conjunto de aristas de un grafo G es llamado el tamano de G.

Se acostumbra definir o describir un grafo por medio de un diagrama en el cual cada
vértice es representado por un punto (dibujado como un circulo pequeno) y cada arista
e = uv es representada por un segmento recto o curvo uniendo los puntos correspondientes
auyov.

Por ejemplo, el grafo G definido por los conjuntos V(G) = {vy, v2,v3, 04,05} v E(G) =
{e1, €9, €3,€e4,e5} donde e; = v1v9, €9 = VU3, €3 = VU3, €4 = Valy, €5 = V4V tiene orden
5, y tamano 5. Un diagrama de este grafo se muestra en la Figura 2.1.

v (Y (%
1 1 2 ey 4

()

€2
€3 €5

U3 Vs

Figura 2.1: Grafo G.

El grado de un vértice v en un grafo G es el nimero de aristas de G incidentes con v,
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el cual se denota por deggv o simplemente deg v si G es claro del contexto.

En el grafo de la Figura 2.1, vemos que deg v; = 2, deg vy = 3, deg v3 = 2, deg vy = 2
y deg vs = 1.

Un grafo G es reqular de grado r si deg v = r para cada vértice v de G.

Un grafo con n vértices es completo si cualquier par de sus vértices, es conectado por
una arista. Denotamos este grafo por K.

Un grafo G es k-partito completo, k > 1, si es posible particionar V(G) en k subcon-
juntos Vi, Vs, ..., Vi, tal que todo elemento de E(G) une un vértice de V; a un vértice de
Vi,i# jyademdssiu eV, yv eV, i#j, entonces uv € E(G). Si |V;| = n;, entonces el
grafo es denotado por K, n,...n, El orden en el cual los niimeros nq, ng, ..., nj son escritos
no es importante. Para k = 2 tal grafo es llamado bipartito completo.

v
K 2 K; 3
U3
U1
U1 V3
V4
()
Vg V4
Vs Us

Figura 2.2: Grafo completo, y bipartito completo.

2.2. Caminata - Sendero - Camino - Circuito - Ciclo

Sean u y v dos vértices (no necesariamente distintos) de un grafo G, una u—v caminata
(walk) de G es una secuencia finita y alternada u = wug,e1,uy, €a, ..., Up_1, €, U, = VU
de vértices y aristas, comenzando en el vértice u y terminando en el vértice v, tal que
e; = u;_1u;, parat=1,2, ..., k.

El ntimero k es el largo de la caminata. Una caminata ¢rivial no contiene aristas, esto
es, k=0.

Notamos que puede haber repeticion de vértices y aristas en una caminata. Usual-
mente, solo los vértices de una caminata son indicados, ya que las aristas presentes son
evidentes. Una u — v caminata es cerrada o abierta dependiendo si w = v o u # v. Un
u—wv sendero (trail) es una v — v caminata que no repite aristas. Un u — v camino (path)
es una u — v caminata que no repite vértices. Un sendero no trivial y cerrado en un grafo
G es un circuito de G. Un circuito vy, v, ..., vy, v1 (n > 3) cuyos n vértices v; son distintos
es un ciclo. Es decir, un ciclo es un camino no trivial y cerrado en un grafo G. Un grafo
de orden n que es un camino o un ciclo es denotado por P, o (), respectivamente.

A modo de ejemplo, en el grafo G de la Figura 2.3, W7 : vy, v, U3, U9, Us, U3, U4 €S UNa
v; — vy caminata que no es un sendero, Ws : vy, vy, vs, V1, V3, v4 €8s Un v; — v4 sendero que
no es un camino, Ws : vy, v3,v4 es un vy — vy camino, Wy : vs, v4, U3, Vg, U5, U1, Uy €S UN
circuito que no es un ciclo y Wi : v, vy, v3, 05, v2 €s un ciclo.
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Figura 2.3: Caminatas, senderos, caminos, circuitos y ciclos.

Un ciclo de Hamilton de un grafo G de orden n es un ciclo vy, vs, ..., v,, v de largo n,
donde vy, vg, ..., v, son los n vértices de G en algiin orden. Luego, un grafo hamiltoniano
o de Hamilton es aquel que posee un ciclo de Hamilton.

Por ejemplo, en el grafo G de la Figura 2.3, W : vy, v4,v3,v5,v1,09 €s un ciclo de
Hamilton de G.

2.3. Subgrafo - Generador - Inducido

Frecuentemente, un grafo estudiado esté contenido en otro grafo mas grande que tam-
bién esta siendo analizando. Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V(H) C V(G) y
E(H) C E(G).

Siempre que un subgrafo H de un grafo G tenga el mismo orden que G, entonces H es
llamado subgrafo generador de G.

Si U es un subconjunto no vacio del conjunto de vértices V(G) de un grafo G, entonces
el subgrafo (U) de G inducido por U es el grafo con conjunto de vértices U y cuyo conjunto
de aristas consiste en aquellas aristas de G incidentes a dos elementos en U.

En la siguiente Figura, damos un ejemplo de un grafo G, con H y (U) subgrafos de G,
donde ademads, H es subgrafo generador, y (U) es subgrafo inducido.

G H (U)
U1 V2 (%1 V2 U1
Us Us Us
V4 V3 V4 V3 V4

Figura 2.4: Subgrafos.

2.4. Distancia - Diametro - Cintura

Un grafo G es conezo si cualquier par de sus vértices es conectado por un v — v camino
en G. Para un grafo conexo G definimos la distancia d(u,v) entre dos vértices u y v como
la longitud del u — v camino mas corto en G. El didmetro de G, denotado por diam G,
es la mayor de las distancias entre cualquier par de vértices de G.
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Cada vértice del grafo G de la Figura 2.5 es etiquetado con su distancia desde r. El
grafo G es re dibujado para ilustrar mejor estas distancias. Los vértices de G son por lo
tanto particionados en niveles, de acuerdo a su distancia a r.

r
T S t
0 O 2
G 1
2
2 3 2
1 3
v w T Yy V4

Figura 2.5: Niveles de distancia desde el vértice r.

La cintura (girth) de un grafo G, denotado por g(G), es la longitud del ciclo més corto
en G. En el ejemplo anterior, g(G) = 4.

2.5. Conjunto Independiente - Coloreo

Dos vértices en un grafo que no son adyacentes se dicen independientes. Un conjunto
S de vértices es independiente si cada par de vértices en S es independiente. El nimero
de independencia, a(G), de un grafo G es la cardinalidad maxima entre los conjuntos
independientes de vértices en G.

En el grafo de la Figura 2.5, un conjunto independiente es S = {r, u, w,y, z}.

Sea G un grafo, un coloreo de vértices de G es una asignacién de colores a cada uno
de los vértices de G, de modo tal que a vértices adyacentes le sean asignados colores
diferentes. Si los colores son elegidos de un conjunto de k colores, entonces el coloreo de
vértices es llamado k-coloreo sin importar si los k£ colores son usados o no. Si G posee un
k-coloreo, entonces G se dice k-coloreable. E1 menor entero k para el cual G es k-coloreable
es llamado el nimero cromatico de G, denotado por x(G).

Alternativamente, el nimero cromatico es igual al menor entero k, para el cual los
vértices de G pueden ser particionados en k conjuntos independientes.

Sea G el grafo de la Figura 2.6. El conjunto {a, e} es un conjunto independiente que no
es subconjunto de un conjunto independiente mas grande. Ademads, {b, ¢, d} es un conjunto
independiente con las misma propiedad. Luego, como el conjunto de vértices puede ser
particionado en 2 subconjuntos independientes, y ademas este es el menor entero para el
cual esto es posible, decimos que x(G) = 2.
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Figura 2.6: 2-coloreo de G.

2.6. Isomorfismo - Automorfismo

Dos grafos pueden tener la misma estructura, difiriendo solo en el modo en el que sus
vértices y aristas son etiquetados o en el modo en el que son dibujados. Para hacer esta
idea més precisa, introducimos el concepto de isomorfismo.

Un grafo Gy es isomorfo a un grafo G si existe un mapeo uno a uno ¢, llamado
isomorfismo, de V(Gy) sobre V(G3) tal que ¢ preserva adyacencias; esto es, uv € E(Gh)
si y solo si ¢p(u)o(v) € E(Gs).

Un automorfismo de un grafo G es un isomorfismo entre G y si mismo. Luego, un
automorfismo de G es una permutacién de V(G) que preserva adyacencia y no adyacencia.

Por su puesto, la funcién identidad en V(G) es un automorfismo de G. La inversa de un
automorfismo de G es también un automorfismo de G, asi como también la composicion
de dos automorfismos de G. Estas observaciones nos conducen al hecho de que el conjunto
de automorfismos de un grafo G forma un grupo (bajo la operacién composicién) llamado
el grupo de automorfismos de G y denotado por Aut(G).

Figura 2.7: Isomorfismo de G en H y automorfismo de G.

En la figura anterior, el mapeo ¢(1) = a, ¢(2) = b, ¢(3) = ¢, ¢(4) = d, ¢p(5) = e, es un
isomorfismo del grafo G en el grafo H. Ademads, el mapeo (1) = 3, ¢(2) = 4, ¥(3) = 5,
¥(4) =1, ¥(5) = 2, es un automorfismo del grafo G.

Un grafo G se dice vértice transitivo si para todo par de vértices u y v en G existe un
automorfismo p de G tal que p(u) = v.

Por ejemplo, los grafos C,, y K, son vértice transitivos.



Capitulo 3

Grafos de Kneser y Estables de
Kneser

3.1. Grafo de Kneser

El grafo de Kneser K(n, k) con 0 < k < n posee el conjunto ( ) ={SCn]: |S| =k}
de todos los k-subconjuntos del n-conjunto [n] = {1,...,n} como conjunto de vértices y
aristas conectando vértices cuyos conjuntos son disjuntos.

El grafo de Kneser K (n, 1), es el grafo completo K,,. El grafo de Kneser K (5,2), es el
grafo de Petersen, ilustrado en la Figura 3.1.

{1.2}

/\

4,5} __ 34
T

{1 ) 4}

{2, 3} {1 5}

Figura 3.1: Grafo K(5,2).

El grafo de Kneser K(n,k) es conexo si y solo si n > 2k. Si n < 2k, el grafo no
tiene aristas, pues cualquier par de k-subconjuntos interseca en al menos un elemento, y
si n = 2k el grafo de Kneser esta formado por k aristas disjuntas dos a dos, ya que dado
un vértice, la uinica forma de obtener un vecino es tomando los k elementos restantes (ver
Figura 3.2).

11
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Figura 3.2: Grafo K(4,2).

El grafo K(2k 4+ m, k), m > 0, posee (2k+m) vértices. Ademés, dado un vértice, para

k
obtener un vecino hay que escoger k elementos de los 2k + m — k restantes, por lo tanto
el grafo es (kzm)—regular.

La familia de los grafos de Kneser aparecieron por primera vez en la literatura en 1955.
Algunos parametros conocidos son su grupo de automorfismo, su didmetro y su cintura.
Dos de los problemas mas estudiados son encontrar su ntimero cromatico y determinar
para cuales n y k son hamiltonianos. En particular, se sabe que el grafo de Petersen no
es hamiltoniano.

La conjetura original de Kneser fue que el nimero cromdtico del grafo K(n,k) es
n — 2k + 2 siempre que n > 2k. La demostracién de Lovész de 1978 [7] utiliza el siguiente
resultado topoldgico conocido como teorema de Borsuk-Ulam. [§]

Teorema 3.1.1 Si la esfera unitaria en R"™ es expresada como la union de n conjuntos
abiertos, entonces uno de los conjuntos contiene un par antipodal de puntos.

Donde un par de puntos {z,y} en la esfera unitaria en R™ es antipodal si y = —z.
El siguiente teorema de Erdos-Ko-Rado [3] caracteriza los conjuntos maximales inde-
pendientes en K(n, k).

Teorema 3.1.2 Sin > 2k, entonces a(K(n,k)) = (Zj) Un conjunto independiente de

"_1) consiste en los k-subconjuntos de [n] que contienen un punto particular.

tamano (k_l

Resultado que permite demostrar el siguiente corolario. [4]

Corolario 3.1.3 El grupo de automorfismos del grafo de Kneser, Aut(K(n,k)), para
n > 2k+1, es el grupo simétrico de n letras, con la accion inducida por las permutaciones
en [n].

En 2005 Valencia-Pabon y Vera [12] demostraron el siguiente teorema.

Teorema 3.1.4 Sean n y k enteros positivos. Entonces, el diametro del grafo de Kneser
K(2k + n, k) es igual a [E1] +1.

Mas recientemente, en 2018, Agong, Amarra, Caughman, Herman y Terada [1] demos-
traron el siguiente resultado.

Teorema 3.1.5 Sean n y k enteros positivos tal que n > 2k. Entonces, la cintura del
grafo de Kneser K(n,k) es dada por
3 sin > 3k;
sin<3ky (vk)# (2k+1,k);
si (n,k) = (5,2);
st (n,k)=Q2k+1,k) y k> 2.

g(K(n, k)) =

S O



3.2. GRAFO ESTABLE DE KNESER 13

3.2. Grafo estable de Kneser

El grafo estable de Kneser Kgqp(n, k) tiene como conjunto de vértices S C ([Z]) tal
que 1 <|i—j|<n—1 para todo par i,j € S, y aristas entre vértices disjuntos.

Es decir, el grafo estable de Kneser es un subgrafo del grafo de Kneser K (n, k) inducido
por los k-subconjuntos estables de [n], es decir, aquellos subconjuntos que no posean
cualquier 2-subconjunto de la forma {i,i 4+ 1} o {1,n}.

Por ejemplo, partiendo del grafo de Petersen, el grafo de Kneser Ky4,(5,2), se obtiene
al eliminar los vértices {1,2}, {3,4}, {2,3} v {4,5} ya que |i — j| =1, y el vértice {1,5}
por ser |i — j| =4 =5 — 1. Ilustrado en la Figura 3.3.

{1,2}

g
/ | \ / | \ (3,5}
{4,5} 50 (3,4} T 8.5 BT
\{1 3}@{25}/ \{173}765275}/ (1,3} (2,5}

{1,4} {2,4} {14} {2,4}
/ \
(2,3} {1,5} pAr— 1,4} (2,4}
(a) Grafo K(5,2). (b) Eliminamos vértices. (c) Grafo Ktap(5,2).

Figura 3.3: Grafo K (5,2).

Kaplansky demostré en 1945 [6] que el grafo estable de Kneser Kq5(n, k) posee
n—

(";k) vértices.

A. Schrijver prob6 en 1978 [10], nuevamente utilizando el teorema de Borsuk-Ulam
que el nimero cromatico de Kyqp(n, k) es n—2k+2, ademds probd que los grafos estables
de Kneser son vértice criticos, es decir, el nimero cromatico de cualquier subgrafo propio
de Kgap(n, k) es estrictamente menor que n — 2k + 2; por esta razén, los grafos estables

de Kneser son también conocidos como los grafos de Schrijver.

B. Braun demostré en 2010 [2] el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1 Paran > 2k+1 y k > 2 el grupo de automorfismos de Kgqp(n, k) es
1somorfo al grupo diedral de orden 2n.

Es interesante notar que la demostraciéon se divide en dos partes, n # 2k +2 y n =
2k + 2. El caso n = 2k 4 2 es el més largo, e implica un estudio minucioso del grafo.

El grafo Ky (2k, k) es isomorfo a Ky, ver Figura 3.4 (a) ; el grafo K., (2k + 1, k) es
un ciclo, ver Figura 3.4 (b).
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{1,3,5}
— ~
(2,4,7} {2, 4,6}
(1,35} —— {2,4,6} {1737/6} {3\57 7
{2,5,7} — {1,4,6}
(a) Grafo Kgqs(6,3). (b) Grafo Ksiap(7,3).

Figura 3.4: Grafos estables de Kneser.

A pesar de haber sido introducidos en 1978, atiin se sabe muy poco sobre esta fa-
milia interesante de grafos. Es por esto que decidimos estudiarla con un poco mas de
profundidad.



Capitulo 4
Ejemplos

En este capitulo daremos algunos ejemplos de grafos estables de Kneser y encontrare-
mos ciclos de Hamilton en los mismos.

Dado Kgup(2k + 2, k), y sea v € V(Kgap(2k + 2,k)) un vértice del grafo, para poder
visualizar mejor los vértices y sus adyacencias, pensaremos que v es una sucesion de 2k +2
elementos, ordenados desde la posicién 1 a la posicién 2k 4 2 (la cual esta conectada a la
primera posicion).

Ademas k de las posiciones seran ocupadas por “z” las cuales no serdn consecutivas,
ya que el grafo es estable, el resto de los lugares seran espacios en blanco.

Asi, por ejemplo, el vértice {1,3,6} de K4(8,3) lo representamos como una grilla en
la cual las posiciones 1, 3 y 6 son marcadas con una “z”. Ver Figura 4.1.

{1,3,6}[x] [x] [ Ix[ [
12345678

Figura 4.1: Grilla del vértice {1,3,6}.

4.1. Grafo estable de Kneser Kg(4,1)

Analizaremos primero el grafo estable de Kneser Kgq(4,1). Comenzamos realizando
una tabla en la que cada fila representa la grilla correspondiente a cada vértice del grafo,
como la del Cuadro 4.1. Luego dibujamos el grafo, y finalmente, reacomodando los vértices
vemos que el grafo posee el ciclo de Hamilton ({1}, {2}, {3}, {4}). Ver la Figura 4.2.

112314
vértice {1} | x
vértice {2} X
vértice {3} X
vértice {4} X

Cuadro 4.1: Construccién de Kyqp(4,1).

15
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{1} =— {2}

]

{4} {3}

Figura 4.2: Grafo Kgq(4,1).

4.2. Grafo estable de Kneser K;(6,2)

Analizamos el grafo estable de Kneser Kg,;(6,2). Asi como en el ejemplo anterior,
comenzamos realizando una tabla como la del Cuadro 4.2. Alli identificamos dos tipos de
vértices, los que tienen un espacio de tamano 3 identificados en la grilla con color rojo y
los que tienen dos espacios de tamano 2 en color amarillo.

vértice {1, 3}
vértice {2,4}
vértice {3,5}
vértice {4,6}
vértice {1,5}
vértice {2,6}
vértice {1,4}
vértice {2,5} X X
vértice {3,6} X X

Cuadro 4.2: Construccién de Kyqp(6,2).

Ademas, el subgrafo inducido por los vértices de espacio de tamano 3 es el bipartito
completo K33, como observamos en la Figura 4.3 (a) ; y el subgrafo inducido por los
vértices de dos espacios de tamanio 2 es el ciclo Cs, como en la Figura 4.3 (b).

Notamos que dado un vértice de espacio de tamano 3, si efectuamos una rotacién a
la derecha en la grilla correspondiente, es decir, si movemos las “x” una posicién a la
derecha (ciclicamente), obtenemos un vecino, ya que la interseccién de ambos vértices es
vacia por ser un grafo estable de Kneser. De este modo, por medio de rotaciones en la
grilla, pasamos por todos los vértices de la categoria, y ademas, formamos un ciclo en el
subgrafo inducido por los vértices de espacio de tamano 3.

A continuacion dibujamos el grafo, y luego de reacomodar los vértices vemos que posee
un ciclo de Hamilton, como en la Figura 4.3 (c).



4.3. GRAFO ESTABLE DE KNESER Ksrap(8,3)

{1,3} =—— {2 4}

{1,5} {2,6}

{3,5} = {4,6}

(a) Subgrafo inducido por
vértices de un espacio de ta-
mano 3.

(1.4}

{3,6} {2,5}

(b) Subgrafo inducido por
vértices de dos espacios de ta-
maifo 2.
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{2,6} == {1,5}

(c) Grafo Ktab(6,2).

Figura 4.3: Grafo Kq(6,2).

4.3. Grafo estable de Kneser K .(8,3)

Analizaremos K4(8,3) para encontrar un ciclo del Hamilton.

Luego de realizar la grilla como en los casos anteriores (ver Cuadro 4.3), identificamos
dos tipos de vértices, los que tienen un espacio de tamano 3 identificados en la grilla con
color rojo y los que tienen dos espacios de tamano 2 en color amarillo.

112134567
vértice {1,3,5} | x
vértice {2,4,6} X X
vértice {3,5,7} X X
vértice {4, 6,8} X X X
vértice {1,5,7} | x X X
vértice {2, 6,8} X X X
vértice {1,3,7} | x X X
vértice {2,4,8} X X X
vértice {1,4,7} | x X X
vértice {2, 5,8} X X X
vértice {1,3,6} | x X X
vértice {2,4,7} X X X
vértice {3, 5,8} X X X
vértice {1,4,6} | x X X
vértice {2,5,7} X X X
vértice {3,6,8} X X X

8

Cuadro 4.3: Construccién de Kyqp(8,3).

Ademas, el subgrafo inducido por los vértices de espacio de tamano 3 es el bipartito
completo K4, como observamos en la Figura 4.4 (a); y el subgrafo inducido por los
vértices de dos espacios de tamano 2 es el ciclo de tamano 8 con las antipodas unidas,
como en la Figura 4.4 (b).

Notamos, al igual que en el caso anterior, que al efectuar rotaciones en los vértices
de la categoria de espacios de tamano 3, pasamos por todos los vértices de la misma,
formando un ciclo.
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A continuacién dibujamos el subgrafo del grafo Kg.,(8,3), donde reacomodamos los
vértices y vemos que posee un ciclo de Hamilton, como en la Figura 4.4 (c).

{1,3,5) s {2, 4,6} ‘{174,7}~
{3,6,8} {2,5,8}
{1,5,7} {2,6,8} / \
{2,5,7} {1,3,6}
{1,3,7} {2,4,8} \ /
{1,4,6} {2,4,7}
~ -
{3,5,7} s {4,6,8} {3,5,8}

(a) Subgrafo inducido por (b) Subgrafo inducido por vértices
vértices de un espacio de de dos espacios de tamano 2.

tamano 3.
{1,3,5} w— {2 4,6}
~
{2,4,7} \
— ~
1,3,6 3.5,8
(8,2,4) = (3.6} .55 {3,5,7}
/ \
‘ {8,2,5} {4,6,1} ‘
7\ /
{7,1.3} {468}
{7,1,4} {5,7,2}
~ -
\ {6,8,3}
AN
{6,8,2} {5,7,1}

(¢) Subgrafo de Kg;q5(8,3).

Figura 4.4: Grafo K.(8,3).



Capitulo 5

Resultados Principales

En este capitulo probamos que el grafo estable de Kneser, Kg.,(2k + 2, k), tiene un
ciclo de Hamilton para todo k.

Comenzaremos caracterizando los vértices por sus espacios, obteniendo subgrafos. Lue-
go, obtendremos un ciclo de Hamilton para cada subgrafo, y finalmente conectaremos los
ciclos en el grafo original.

Cabe destacar que todos los resultados de este capitulo son originales.

5.1. Caracterizacion de los vértices

A continuacién caracterizaremos los espacios en blanco de cada grilla. Notamos que en
una grilla hay “k” lugares ocupados por “x”, y cada una de éstas es seguida de al menos
un espacio vacio. En los ejemplos del capitulo anterior habian vértices con un hueco de
tamano 3, o vértices con dos huecos de tamano 2, los cuales llamaremos bloques. Lo
primero que haremos es demostrar que éstas son las tinicas posibilidades.

Primero vemos que no existen bloques de 4 espacios o méas. Como tenemos “k” posi-

[{PSe}]

ciones ocupadas por “x” y al menos “k” espacios vacios (cada espacio a la derecha de cada
“r”), si tuviéramos un bloque de tamafio 4 y el resto de tamafno al menos 1, entonces
tendriamos al menos k£ + k — 1 + 4 espacios en la grilla, donde la primer k representa
las “x”, k — 1 los espacios de tamano al menos 1, y el 4 es espacio de al menos 4; pero
k+k—144=2k+ 3> 2k+ 2 lo cual es absurdo, por lo tanto solo existen bloques de
1, 2 o 3 espacios.

Luego vemos que no existen tres bloques de 2 espacios o mas. Como “k” posiciones
son ocupadas por “x” y hay al menos “k” espacios vacios, si tuviéramos tres bloques de 2
espacios y el resto de tamano al menos 1, entonces los lugares en la grilla serfan al menos
k+2+2+2+4+k—3=2k+3>2k+ 2. Por lo tanto existen a lo més dos bloques de 2
espacios.

Vemos que no existen dos bloques de 3 espacios o mas. Como “k” posiciones son
ocupadas por “z” y hay al menos “k” espacios vacios, si tuviéramos dos bloques de 3
espacios y el resto de tamano al menos 1, entonces los lugares en la grilla serian al menos
k+34+3+k—2=2k+4>2k+ 2. Luego existe a lo mas un bloque de 3 espacios.

No existen vértices con un bloque de 3 espacios y un bloque de 2 espacios o mas. Como
“k” posiciones son ocupadas por “z” y hay al menos “k” espacios vacios, si tuviéramos un
bloque de 3 espacios, un bloque de 2 espacios y el resto de tamano al menos 1, entonces
los lugares en la grilla serfan al menos K+ 342+ k — 2 = 2k + 3 > 2k + 2. Luego, solo

existen un bloque de 3 espacios o dos bloques de 2 espacios en un mismo vértice.

19
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Por lo que acabamos de demostrar el siguiente resultado.

Lema 5.1.1 Los vértices de Kgqp(2k+2, k) tienen o un bloque de 3 espacios o dos blogques
de 2 espacios.

5.2. Distancia entre bloques

Motiva definir formalmente la distancia entre bloques el hecho de que como el ultimo
lugar en una grilla esta conectado con el primero, entre los dos bloques de 2 espacios
habria dos distancias posibles.

Por ejemplo, en el vértice {1,3,6,9} € V(K4q(10,4)), cuya grilla observamos en la
Figura 5.1, los bloques [4,5] y [7,8] pueden estar a distancia 1, porque el 5 y el 7 estan
separados por el 6, o a distancia 5, porque el 8 y el 4 estan separados por 9, 10, 1, 2 y 3.

{1,3,6,93[x] X[ [ x| [ x| ]
123456738 910

Figura 5.1: Grilla del vértice {1, 3,6, 9}.

Definicién 5.2.1 La distancia entre dos blogques de 2 espacios, en los vértices de Kgap(2k+
2,k), es la menor de las dos cantidades de posiciones encerradas entre ambos bloques.

Por lo que {1, 3,6,9} tiene dos bloques de tamano 2 a distancia 1.

5.3. Observaciones

El total de posiciones en una grilla es 2k + 2, por lo tanto es par. Luego, cuando hay
dos bloques de 2 espacios, las cantidades de posiciones entre los bloques son ambas pares
o ambas impares. Sin embargo, como entre dos bloques de 2 espacios hay [ posiciones
ocupadas con “z”, y [ — 1 espacios, entonces entre dos bloques hay [ +1—1 = 2[ — 1
elementos. Por lo tanto ambas cantidades deben ser impares. Por lo que probamos el

siguiente lema.

Lema 5.3.1 La distancia entre dos bloques de 2 espacios, en los vértices de Kgqp(2k +
2,k), es impar.

Si k es par, la distancia méxima entre dos bloques de dos espacios es k — 1. Si k es

impar, la distancia méxima es k — 2. Luego, la mayor distancia entre dos bloques de dos
k k k

espacios es: 2 LiJ —1. Donde ng es la cantidad de “x” y laJ —1 la cantidad de espacios

entre estos bloques.
Por lo mencionado, obtenemos el siguiente lema, que caracteriza la distancia entre dos
bloques de 2 espacios.

Lema 5.3.2 Las distancias posibles entre dos bloques de 2 espacios, en los vértices de

k
Kaa(2k + 2, k), son los impares i tales que 1 < i <2 {iJ — 1.
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5.4. Ciclos de Hamilton por categorias

En esta seccién clasificamos los vértices del grafo estable de Kneser Kq,(2k + 2, k)
en categorias, para obtener mayor informacion estructural del grafo. En las secciones
siguientes, utilizaremos esta informacién para demostrar su hamiltonicidad.

Definicién 5.4.1 B3 es el subgrafo de Kga,(2k + 2, k) generado por los vértices con un
bloque de 3 espacios.

Dado un vértice en B3, si la primera posicién ocupada es un niimero par, los préximos
también lo seran, ya que solo existen bloques de tamano 1 o 3 en este grafo. Analogamente,
si comienza con un impar, el resto de las entradas serdan también impares. Por lo tanto,
los vértices de este grafo pueden ser clasificados en pares o impares.

Teorema 5.4.2 B3 es isomorfo al bipartito completo K1 jg+1-

Demostracion. Observamos en primer lugar que todos los vértices pares seran vecinos
de todos los vértices impares, ya que la intersecciéon de un vértice par y uno impar es
vacia.

Por otra parte, no existen aristas conectando vértices de una misma paridad. Esto se
debe a que existen k + 1 niimeros de una misma paridad en [2k + 2|, y no hay forma de
obtener dos k-subconjuntos disjuntos entre k + 1 elementos. Por lo tanto cualquier par de
vértices de la misma paridad interseca en k — 1 elementos.

Concluimos que B3 es isomorfo al bipartito completo Ky 11, donde la particién de
los vértices esta dada por los k 4 1 vértices pares y los k + 1 vértices impares. [J

Corolario 5.4.3 B3 posee 2k + 2 vértices.

Demostracion. Por el teorema anterior, sabemos que B3 es isomorfo al bipartito com-
pleto Kit1 541, y ademds, el orden de Ky 541 es 2k + 2. U

A continuacion, damos una definicién y dos lemas que seran de utilidad para probar
la hamiltonicidad de B3.

Definicién 5.4.4 Sea v = {z1, 9, ..., 2}, con 1,9, ..., 2 € [2k+2], un vértice del grafo
Kgap(2k+2, k). Definimos la rotacion del vértice v como el vértice r(v) = {x1+1, 22+1, ...,
x + 1}, con la convencion de que 2k +2 + 1 = 1. Es decir, es la accion de rotar cada
posicion en la grilla del vértice una posicion a la derecha ciclicamente.

Lema 5.4.5 Siv es un vértice del grafo K2k +2, k), entonces vr(v) es una arista del
grafo.

Demostracion. Sean v = {1, xa,...,xx} y r(v) ={z1 + 1,22+ 1, ..., 2 + 1} dos vérti-
ces del grafo Kgq(2k + 2, k), la interseccién de v con r(v) es vacia ya que ambos son
vértices estables. []

Asi, para el vértice v; = {2,4,6,10} € V(K 4q(10,4)) tenemos vy = r(v1) = {1,3,5,7}.
Ademas vy es vecino de v9 ya que su interseccion es vacia. Ver Figura 5.2.
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{2,4,6,10} [ x| [X] [x
{1,3,5,7} |X| |X| [X|] X
12345

2 4 6 78 910

Figura 5.2: Grillas de los vértices vy, y vs.

Como consecuencia del lema anterior tenemos lo siguiente.

Lema 5.4.6 vy y vy son dos vértices adyacentes en el grafo Kga(2k + 2,k) si y solo si
r(v1) y r(vy) son también adyacentes.

Tal relacién se puede ver graficamente en el esquema de la Figura 5.3. El hecho de que
tanto vy y 7(v2), como ve y 7(v1) no sean vecinos es un resultado de la siguiente seccién.

V) —— V2

r(v1) 7(va)

Figura 5.3: Subgrafo de Kg.p(2k + 2, k) inducido por vy, va, r(vy) y r(ve).

Notemos que por lo anterior, r es un automorfismo del grafo K., (2k + 2, k), por lo
tanto su inversa r~! es también un automorfismo, y consiste en rotar las posiciones de la
grilla a la izquierda.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente resultado.

Teorema 5.4.7 B3 posee un ciclo de Hamzlton.

Demostracion. Tomemos el vértice

o =X -] X

12345 2k+2

«,.

donde el bloque de 3 espacios comienza en la posicién 1, y ademas todas las “z” ocupan
posiciones pares (desde la 4ta posicién).
Si aplicamos una rotacién hacia la derecha al vértice vy, obtenemos

r(v) = vz = X X)X |

12345 2k+2

[{Pee}]

luego, el bloque de 3 espacios comienza en la posicién 2, y ademas todas las “z” ocupan
posiciones impares (1, 5, etc).

Por el Lema 5.4.5, v; es vecino de vy. Luego, si aplicamos rotaciones repetidas veces
formamos un ciclo, ya que 7%(v;) es vecino de 751(v;), pero el tamaiio del ciclo coincide
con el orden de r que es la cantidad de posiciones en la grilla (2k +2). El tamafio del ciclo
es la cantidad de rotaciones que hay que aplicar para obtener el primer vértice. Como al
ir rotando, el bloque de tamano 3 pasa por todas las posiciones posibles, luego, este ciclo
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utiliza todos los vértices de B3. Es decir, el grafo B3 posee un ciclo de Hamilton. [J

A los vértices con dos bloques los dividiremos segin las distancias entre estos. Ademas,
dejaremos para después los que tengan los dos bloques a distancia maxima.

Definicién 5.4.8 B2Di es el subgrafo de Kga,(2k + 2, k) generado por los vértices con
dos bloques de 2 espacios a distancia i, para i < k — 2.

Por ejemplo, B2D1 es el subgrafo de Kq,(2k + 2, k) generado por los vértices en los
cuales se encuentran dos bloques de 2 espacios a distancia 1.

A diferencia del caso anterior, para el grafo B2Di, primero mostraremos que posee un
ciclo de Hamilton, y como corolario tendremos la cantidad de vértices del grafo.

Teorema 5.4.9 B2Di posee un ciclo de Hamilton.

Demostracion. En esta categoria existe

o= X (XXX

1 23 i+l i+4 2k+2

al mismo le aplicamos una rotacion

r(v) = v =X [ [X]- X[ X[ |
1234 it2  i+b 2kt2

luego, cada “z” roté una posicién a la derecha, ademas, como el grafo es estable, no

existen “z” consecutivas, por lo que v, y vy son vecinos ya que su interseccion es vacia.
Asi, como en el caso anterior, cada rotaciéon nos da un vecino nuevo distinto a los

anteriores, y en la rotacion 2k + 2-ésima obtenemos v, cerrando asi el ciclo de Hamilton

para B2Di con ¢ cualquier impar tal que « < k — 2. [
Corolario 5.4.10 B2Di posee 2k + 2 vértices.

Demostracion. Se deduce del teorema anterior, y de que se necesitaron 2k + 2 rotacio-
nes para pasar por todos los vértices del grafo sin repetir. [J
Definicién 5.4.11 B2Dmdz es el subgrafo de Kga,(2k + 2, k) generado por los vértices
con dos bloques de 2 espacios a distancia i, para i > k — 2.

Este grafo serd tratado de modo similar al anterior, con la excepcion de que jugara un
rol importante la paridad de k.

Lema 5.4.12 Si k es par B2Dmdx posee k + 1 vértices. Si k es impar B2Dmdzx posee
2k + 2 wvértices.
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Demostracion. Si k es par, en el grafo B2Dméx los bloques de 2 espacios estan se-
parados por k — 1 posiciones a ambos lados. Es decir, dado un bloque de 2 espacios, a
su derecha hay k — 1 posiciones, seguidas del otro bloque de 2 espacios, y a su derecha
otras k — 1 posiciones, a las cuales le siguen el primer bloque; todo esto pensando la grilla
ciclicamente (la ultima posicién conectada a la primera).

Luego, sea v el vértice de B2Dmaéax tal que las dos primeras posiciones contienen un
bloque de 2 espacios, entonces el segundo bloque ocupa las posiciones k + 2 y k + 3.

Realizando rotaciones consecutivas a v, vemos que en la rotacién k + 1-ésima el se-
gundo bloque ocupa las dos primeras posiciones, obteniendo asi v nuevamente. De donde
concluimos que el grafo B2Dméx posee k + 1 vértices cuando k es par.

Para k impar, el anélisis es similar al de B2Di. [

Teorema 5.4.13 B2Dmax posee un ciclo de Hamulton.

Demostracion. La demostracion es analoga a la del teorema 5.4.9 teniendo en cuenta
el lema anterior. [

5.5. Conexiones entre clases

En esta seccién brindaremos informacion acerca de las conexiones entre clases en el
grafo estable de Kneser Ky, (2k + 2, k), y diremos a qué son isomorfos los grafos B2Di y
B2Dmax.

Dado un vértice en B3, su vecino en B2D1 (en el grafo original) serd aquel con una
«,.”

x” en la posicion central del bloque de 3 espacios, alrededor de la cual se encontraran
los dos bloques de 2 espacios. Como podemos observar en la Figura 5.4.

¢

XXX

Figura 5.4: Vértice en B3 y su vecino en B2D]1.

Teorema 5.5.1 Cada vértice en B3 tiene exactamente un vecino en B2D1.

Demostracion. Dado un vértice en B3, el mismo consiste de nimeros pares o impares.
Supongamos sin pérdida de generalidad que tiene los pares. Luego su vecino en B2D1
tiene todos los nimeros impares fuera del bloque de 3 espacios, y posee el tinico nimero
par dentro del bloque de 3. Ademas, esta es la tnica forma de obtener un vecino en B2D1
de un vértice en B3. [J

La Figura 5.5 ilustra como obtener un vecino en B2D3 de un vértice en B2D1.

CIXEEXEX] -

XX XX

Figura 5.5: Vértice en B2D1 y su vecino en B2D3.
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Teorema 5.5.2 Cada vértice en B2D1 tiene un vecino en B3 y un vecino en B2D3.

Demostracion. Cualquier vértice en B2D1 consta de niimeros pares o impares, excepto
uno con la paridad opuesta.

Ademas, alrededor del niimero de paridad opuesta tenemos los dos bloques de 2 espa-
cios. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que todos los ntimeros son pares excepto
uno, que es impar.

Para encontrar el vecino en B2D3 tomamos todos los niimeros impares, excepto el
impar encerrado entre los dos bloques de 2 espacios, y excepto los impares pertenecientes
a los bloques.

Por lo tanto, hemos tomado k — 2 niimeros. Los dos restantes, seran los dos nimeros
pares pertenecientes a los dos bloques de 2 espacios.

Como los bloques de 2 espacios separan paridad, y en este caso, hay dos numeros
pares y el resto impares, y ademés, como los dos pares estan separados por un espacio en
blanco, tenemos que la distancia entre los dos bloques de 2 espacios es 3. Luego, estos k
numeros forman un vértice que es vecino al vértice de B2D1 y ademés pertenece a B2D3. [J

Dado un vértice en B2Di, las posiciones que estan encerradas dentro de los dos bloques
de 2 espacios seran las i posiciones que definen la distancia de estos bloques. El bloque a
la izquierda de estas posiciones serd el primer bloque, y el bloque a la derecha el sequndo
bloque. Ademas las posiciones que estan encerradas fuera de los dos bloques de 2 seran
las 2k + 2 — ¢ — 4 posiciones restantes.

Teorema 5.5.3 B2Di es isomorfo al ciclo Copyo.

Demostracion. Basta probar que cada vértice v en B2D:i tiene grado dos, y que sus
tinicos vecinos son r(v) y 7~ !(v). Se utiliza fuertemente que i < k — 2.

Como los bloques de 2 espacios separan paridad, para obtener un vecino de v en B2D:
debemos tomar las paridades opuestas dentro y fuera de los bloques, tomando asi k — 2
numeros.

Los dos ntimeros restantes tienen que ser elegidos de los dos bloques de dos espacios,
con la restriccién que solo se puede elegir una posicién por bloque, para que sea estable.

Si tomamos la primera posicién de cada bloque, obtenemos el vértice r(v), y si tomamos
la segunda posicién de cada bloque, obtenemos el vértice 7~ (v).

Si tomamos la primera posicién del primer bloque, y la segunda posicién del segundo,
vemos que la distancia entre los bloques disminuye en 2, por lo tanto, el vértice resultante
no pertenece al mismo grafo.

Finalmente si tomamos la segunda posicion del primer bloque, y la primera posicién
del segundo, como i < k — 2 vemos que la distancia entre los bloques aumenta en 2, por
lo tanto, el vértice resultante no pertenece al mismo grafo. Demostrando asi el teorema. []

Dado un vértice en B2D3 supongamos que dentro de los dos bloques de 2, en los tres
lugares, tenemos dos niimeros impares (los cuales forman al vértice) y fuera de los dos
bloques de 2, tenemos que los elementos del vértice son solo ntimeros pares.

Luego, para obtener un vecino de este vértice en B2D5 debemos tomar las posiciones
pares encerradas dentro de los dos bloques, las impares fuera y ademas la segunda posicion
del primer bloque, y la primera del segundo bloque. Este proceso es ilustrado en la Figura
5.6.
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Figura 5.6: Vértice en B2D3 y su vecino en B2D5.

Teorema 5.5.4 Cada vértice en B2Di, con 3 < i < k—2, tiene un vecino en B2D(i—2)
y un vecino en B2D(i + 2).

Demostracion. La demostracion es analoga a las dos anteriores. Como los bloques de
2 espacios separan paridad, basta con tomar las paridades opuestas dentro y fuera de los
U,

bloques, y colocar una “x” en la segunda posicién del primer bloque, y otra en la primer
posicion del segundo. [

XL LIX] -LxE X -
7m7

XL x)-[x] XX

m-+2

Figura 5.7: Vértice en B2Dm y su vecino en B2Dm + 2.

Teorema 5.5.5 Si k es par B2Dmazx es isomorfo al ciclo Cyy1. St k es impar B2Dmax
es 1somorfo a un ciclo de 2k + 2 vértices con las antipodas unidas.

Demostracion. Por el Lema 5.4.12 sabemos que si k£ es par B2Dmax posee k + 1
vértices, y que si k es impar B2Dmax posee 2k + 2 vértices.

Si k es par, la demostracion es analoga a la del Teorema 5.5.3, teniendo en cuenta que
para el caso en el que toma la segunda posicién del primer bloque, y la primera posicion
del segundo, vemos que la distancia entre los bloques también disminuye en 2, y por lo
tanto, el vértice resultante no pertenece al mismo grafo.

Si k es impar, siguiendo la demostracién del Teorema 5.5.3 cuando tomamos la segun-
da posicion del primer bloque, y la primera posicion del segundo, notamos que la distancia
entre los bloques en lugar de aumentar en 2 se mantiene, obteniendo asi, la antipoda del
vértice original. [J

Teorema 5.5.6 Si k es par cada vértice en B2Dmdz tiene dos vecinos en B2D(k — 3).
Si k es impar cada vértice en B2Dmdx tiene un vecino en B2D(k — 2).

Demostracion. Es consecuencia directa de la demostracién del teorema anterior. [

5.6. Ciclo de Hamilton en K., (2k + 2, k)

En esta seccién explicamos como unir los ciclos de los subgrafos para obtener un ciclo
de Hamilton para Kg.,(2k + 2, k).
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Dados dos ciclos disjuntos, la construccion se basa en buscar un ciclo de tamano 4 que
interseque en una arista a cada ciclo. Luego, la diferencia simétrica es el ciclo que pasa
por todos los vértices.

Como consecuencia de los Teoremas 5.5.1, 5.5.2, 5.5.4 y 5.5.6, podemos asegurar que
solo existen conexiones entre grupos consecutivos, como ilustramos en el siguiente grafico.

B3 B2D1 B2D3 ————— B2Di ———— B2Dmax

Teorema 5.6.1 El grafo estable de Kneser Kgq.(2k + 2, k), posee un ciclo de Hamilton.

Demostracion. Dado un vértice v; en B3, por el Teorema 5.5.1, vemos que existe vy
en B2D1 tal que v; es adyacente a vy en el grafo Kg.,(2k + 2, k).

Sea r(vy) la rotacién del vertice vy el cual pertenece a B3, y sea r(vy) la rotacion del
vertice vy el cual pertenece a B2D1, luego, por el Lema 5.4.6 vemos que 7(v;) y 7(vs) son
también adyacentes en el grafo original.

Luego, si quitamos la arista v17(v1) en el ciclo de Hamilton de B3, y la arista ver(vq)
en el ciclo de Hamilton de B2D1, vemos que existe un ciclo de Hamilton en el subgrafo
de Kga(2k 4 2, k) inducido por el conjunto de vértices de B3 U B2D1.

Dado un vértice w; # vy en B2D1, por el Teorema 5.5.2, vemos que existe wy en B2D3
tal que wy es adyacente a wq en el grafo K., (2k + 2, k).

Sea r(wy) la rotacion del vertice wy el cual pertenece a B2D1, y sea r(ws) la rotacién
del vertice wy el cual pertenece a B2D3, luego, por el Lema 5.4.6 vemos que r(wy) y r(ws)
son también adyacentes en el grafo original.

Luego, si quitamos la arista w7 (w;) en el ciclo de Hamilton del subgrafo de Kqp,(2k +
2, k) inducido por el conjunto de vértices de B3U B2D1, y la arista wor(ws) en el ciclo de
Hamilton de B2D3, vemos que existe un ciclo de Hamilton en el subgrafo de K qp(2k+2, k)
inducido por el conjunto de vértices de B3 U B2D1 U B2D3.

Continuando del mismo modo, haciendo uso de los Teoremas 5.5.4 y 5.5.6 concluimos
que el grafo estable de Kneser Kgq,(2k + 2, k), posee un ciclo de Hamilton. [J
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Otras Observaciones

Recordamos el Teorema 3.2.1, de Braun: Para n > 2k + 1y k > 2 el grupo de
automorfismos de Kqp(n, k) es isomorfo al grupo diedral de orden 2n. Observamos que
nuestro método nos da un mejor entendimiento del caso n = 2k + 2 del que implica este
resultado.

Puesto que cualquier automorfismo tiene que fijar B3, por el grado de sus vértices,
entonces tiene que fijar B2D1, y por lo tanto B2Di y B2Dmax.

Ademas, la imagen de todos los vértices se puede recuperar de la imagen de los vértices
en B2D1. Ya que si v € B2D1 y conocemos ¢(v), conocemos ¢(u), y ¢(w), para u € B3
y w € B2D3 vecinos de u. Luego, si conocemos ¢(B2D1), conocemos ¢(B3) y ¢(B2D3).
Siguiendo la misma idea, si conocemos ¢(B2D3) conocemos ¢(B2D5), y por el mismo
razonamiento, tenemos ¢(B2Di) para todo i, y también ¢(B2Dméx). Por lo tanto el
grupo de automorfismos de Kgap(ok12,) €s igual al grupo de automorfismos de B2D1, es
decir, el grupo de automorfismos de Coy.s.

Por lo que, el grupo de automorfismos de Kgap(2k+2,k) €8 €l grupo dihedral de orden
2(2k + 2).

Por otra parte nos interesa saber si Kg.p(n, k), con n > 2k + 3 tiene un ciclo de
Hamilton para todo k.

En primer lugar, notamos que podemos hacer el grafo de clases del grafo Kgabmn,k)
donde cada vértice es una clase, caracterizada por sus bloques de espacios. Asi como en
la Figura 6.1 (a).

Para dicho grafo existe un arbol generador. El cual es ilustrado en la Figura 6.1 (b).

Ademas, recordamos que en cada clase podemos encontrar un ciclo que pasa por todos
los vértices sin repetir aristas. Luego los vértices del grafo de clase pueden verse como en
la Figura 6.1 (c).

Luego, si el grafo de clases Kgap(m) tiene un drbol generador con deg(v) < |v], es
decir, si el grado de cada vértice en el grafo de clases es menor o igual a la cantidad de
vértices en esa clase, entonces Kiap(n,k) tiene un ciclo de Hamilton. Lo cual se observa en
la Figura 6.1 (d).
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XIX1X1X1X4 XIX1X1X1X4

X1X1X1X2X3 XIX1X2X1X3 X1X1X1X2X3

X1IX1X2X1X3

—
X1X2X1X1X3 X2X1X1X1X3 X1X2X1X1X3 X2X1X1X1X3

X1X2X1X2X2

X1X1X2X2X2

(a) Grafo de clases. (b) Arbol generador.

X1X2X1X2X2 X1X1X2X2X2

(c) Existe un ciclo en cada clase. (d) Ciclo de Hamilton.

Figura 6.1: Grafo Kga(n, k) con n > 2k + 3.



Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo estudiamos los grafos de Kneser y los grafos estables de Kneser.

En particular demostramos que los grafos estables de Kneser Kaph(2r42,k) POSeen un
ciclo de Hamilton.

Esto nos deja como posible trabajo futuro demostrar que los grafos estables de Kneser
Ktan(n,ky Poseen un ciclo de Hamilton para n > 2k + 3. Asf como también podremos
estudiar otras propiedades para los grafos anteriores.

Ademas, existe la nocién de grafo s-estable de Kneser, K;_gq.(n, k), que tiene como
conjunto de vértices S C ([Z]) tal que s <| i — j |< n — s para todo par i,j € S, y aristas
entre vértices disjuntos. Es decir, se obtiene de grafo de Kneser K(n, k) al eliminar los
vértices con elementos a distancia s ciclicamente.

Por lo que otro posible trabajo futuro es demostrar que los grafos s-estables de Kneser
K stab(n,k) Poseen un ciclo de Hamilton; y ademas podremos estudiar otras propiedades
como cintura, didmetro, conjunto independiente maximo, entre otros, para los grafos s-
estables de Kneser.
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